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1. Encuentre una ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas para la linea:

(a) La linea que pasa por el punto (6, —5,2) y es paralela al vector v = (1, 3, —%)
(b) La linea que pasa por el punto (2,2.4,3.5) y es paralela al vector @ = (3142 — /2;)

2. jLa linea que pasa por (—4,—6,1) y (—2,0,—3) es paralela a la linea que pasa por
(10,18,4) y (5,3, 14)?

3. ;La linea que pasa por (4,1,—1) y (2,5,3) es perpendicular a la linea que pasa por
(—3,2,0) vy (5,1,4)?

4. Determine si las lineas L; y Lo son paralelas, oblicuas o se cortan. Si se cortan,
determine el punto de interseccion.

O s ey
L, x_—43 _ y_—32 _ z;l

(b) Ly : x;l _ y;3 _ 2:12
L, x;2 _ y_—16 _ ZEI),_2

(c) Ly : r = —6t, y =149t z=—3t
Ly : x =14 2s, y=4—3s, z=35

5. ;Cuales de las siguientes lineas son paralelas? ;Algunas de ellas son idénticas?

Ly: r=1+1, y=1t, z=2-0>5t
Loy r+1l=y—2=1-—=2

Ls: r=1+t, y=4+t, z=1-—1t
Ly : 7=(2,1,-3) +t(2,2,—10)



6. Encuentre el punto en el que se cortan las lineas dadas:
Ly 7= (1,1,0) +t(1,—1,2)

Ly:  7=(2,0,2)+s(—1,1,0)

7. Obtenga una ecuacién vectorial para el segmento de recta de (2,—1,4) a (4,6, 1).

8. Describa la curva que define la siguiente funcién vectorial: 7= (1 +¢,2 4 5¢, —1 + 6t).

9. Trace la curva cuya ecuacién vectorial es: 7 = cos(t) 1+ sin(t) j + ¢ k.

10. Demuestre que la curva cuyas ecuaciones paramétricas son: x = 2, y = 1-3t, z = 1+¢t3

pasa por los puntos (1,4,0) y (9, —8,28), pero no por el punto (4,7, —6).

11. Investigue y estudie la férmula para encontrar: ¢) la distancia de un punto

a una linea recta y i) la distancia de un punto a un plano.

e En este ejercicio se presenta un tercer problema de distancias, la distancia de dos
rectas que se cruzan. Dos rectas en el espacio se cruzan (como Lj y Ls) si no son

paralelas ni se cortan en algin punto (ver la figura anexa).

Lv
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(a) Encuentre la distancia entre las siguientes dos rectas en el espacio.
L1:x=4+5t,y=5+>bt,z=1—4t
L2:2=44s5,y=—-64+8s,2=7—3s
Siga el siguiente procedimiento:

i) Mostrar que estas rectas no son paralelas.

i) Mostrar que estas rectas no se cortan, y por consiguiente las rectas se cruza.

i3) Mostrar que las dos rectas estdn en planos paralelos.

iv) Hallar la distancia entre los planos paralelos del apartado i), lo que corre-

sponde a encontrar la distancia entre las rectas que se cruzan.

12. Encontrar la distancia entre las rectas.
L1:x=2t,y=4t,z =6t
L2:2=1—-s,y=4+s,2z=—-1+s



13. Encontrar la distancia entre las rectas.
Ll:x2=3t,y=2—t,z2=—-1+1
L2:x=1+4s,y=—-245s,2=—3—3s

14. Desarrollar una férmula para encontrar la distancia de las rectas que se cruzan.
Ll:x=z1+at,y=y +bit,z =21 + 1t
L2:x =29+ a28,y =y + bas,2 = 20 + ¢35
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1. Encuentre una ecuacion del plano:

(a) Que pasa por el punto (6,3,2) y es perpendicular al vector (—2,1,5).

(b) Que pasa por el punto (—2,8,10) y es perpendicular a la linea z = 1+ ¢, y = 2t,
z=4—3t.

(¢) Que pasa por el origen y es paralelo al plano 2z — y + 3z = 1.

(d) Que contiene lalinea x = 3+2t, y = t, 2 = 8—t y es paralelo al plano 2z+4y+8z =
17.

(e) Que pasa por el origen y los puntos (2, —4,6) y (5, 1, 3).

(f) Que pasa por el punto (—1,2,1) y contiene la linea de interseccién de los planos
r+y—z=2y2xr—y+3z2=1.

2. Encuentre el punto en el que la linea corta al plano dado:

(a) x=3—-t,y=2+t, z=>5L; rT—y+2z=9
(b) =142t y=4t, 2z =2 — 3t ; r+2y—z4+1=0

3. Determine si los planos son paralelos, perpendiculares o ninguno. Si no son paralelos
ni perpendiculares encuentre el angulo entre ellos:

(a) x4+4y—3z=1, —3x+6y+72=0
(b) 2z =4y —xz, 3x — 12y + 62 =1
(¢) =4y —22z, 8y =142z + 4z

4. Encuentre las ecuaciones paramétricas de la linea que pasa por el punto (0, 1,2) que es
paralela al plano z 4+ y + z = 2 y perpendicular a lalilneaz =1+1¢, y =1—1t, 2 = 2t.



5. Encuentre el punto de interseccion de las rectas Ly y Lo v luego encuentre el plano que
contiene a dichas rectas.
Li: z=t ,y=—-t+2 ,z=1t+1.
Ly: x=2s+2 ,y=s+3 ,2=5s5+6

6. Encuentre dos planos diferentes cuya interseccion sea la recta
L: x=1+t ,y=2—-t ,z=3+2L
Escriba la ecuacion para cada plano en la forma Ax+ By+C 2+ D = 0.

7. Demuestre que la recta en que los planos €2 : x +2y —22 =5y Qs : bx —2y — 2 =10
se intersecan es paralela alarecta L: x=-3+2t ,y=3t ,z=1+4t.

8. Encuentre el vector del origen al punto de interseccién de las medianas del tridangulo
cuyos vertices son: A(1,—1,2), B(2,1,3) y C(—1,2,—1)). Después, encuentre la
ecuacion del plano definido por dichos vertices.

9. Sea la funcién vectorial 7(¢) la posicién de una particula en el plano zy. Encuentre: 7)
una ecuacién en x e y cuya grafica sea la trayectoria de la particula, i) la gréifica la
trayectoria y iii) los vectores velocidad y aceleracién en el tiempo dado.

(a) 1)
(b) 7t) =+ 1)1+ 2t -1)j; t=1/2
(c) 7(t) =e'1+2e*]; t=1In3.

(d) 7(t) = (cos2t) 1+ (2sin2t)j; t=0.

=(t+Di+ (215 t=1

10. En los siguientes ejercicios se dan los vectores de posicion de particulas que se mueven
a lo largo de varias curvas en el plano xy. En cada caso encuentre los vectores velocidad
Uy aceleracion @ de la particula en los tiempos estipulados y tracelos como vectores
sobre la curva.

(a) Movimiento sobre el circulo 2% + y? = 1
r(t) = (sint) 1+ (cost)]; t=n/4 y m/2.

(b) Movimiento sobre el circulo 2 + y* = 16
F(t)=(4 cost)i+ (4sind)j; t=n y 3m/2

(c) Movimiento sobre la cicliode z =t —sint, y = 1 — cost
(t) = (t —sint)1+ (1 —cost)j; t=m y 3m/2.

(d) Movimiento sobre la parabola y = z? + 1
mt)=ti+{#+1)); t=-1,0,yl

e En los problemas, mostrar su procedimiento matemaético y las graficas correspondientes.
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Sistemas de coordenadas: Cartesiano, Cilindrico y Esférico

1. Exprese los puntos siguientes en coordenadas cartesianas:

(a) P(1,60°2)

(b) Q(2,90° —4)
(c) R(3,45°,210°)
(d) T(4,7/2,7/6)

[\)

. Exprese los puntos siguientes en coordenadas cilindricas y esféricas:
(a) P(1,—4,-3)
(b) Q(3,0,5)
(c)
3. (a) SiV =uzz—zy+ yz, exprese V en coordenadas cilindricas.
(b)

b

R(—2,6,0)

Si U = 2% — 2y? + 322, exprese U en coordenadas esféficas.
4. Transforme los vectores siguientes en coordenadas cilindricas y esféricas:

(a) D= (c+2)a,

(b) E = (42 — 2%)a, + zyza, + (22 — 22)a.
5. Convierta los vectores siguientes a los sistemas cilindrico y esférico:

- zagtyay+4a
() F =~ e
22 4y24-22

(b) G = (2 +7)

[\/x2+y2+22 + a2y 422 + \/x2+y2+z2]

6. Exprese los vectores siguientes en coordenadas cartesianas:
(a) A=p(z2+ 1)a, — pz cos ¢ay
(b) B = 2rsinf cos ¢a, + r cos § cos Bag — rsin Pay

= zsin¢a, — pcos pa, + 2pza,



7.

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Compruebe lo siguiente:

(a) az-a,=cos¢

Uy - Gy = —Sin @

y - G, = sin @
Qy - Qg = COS @

(b) ay - a, = sinfcos ¢
Gy - g = cos 6 cos @
Qy - Gy = sinf@sin ¢
Qy - Gp = cosBsin ¢

a, - a, = cost

a, - ag = —sinf

(a) Exprese el campo vectorial H = xy*za,+1%yza,+xyz*a, en coordenadas cilindricas
y esféricas.

(b) Determine H en (3, —4,5) en coordenadas tanto cilindricas como esféricas.

. Sea A = p oS pa, + pz? sin Pa,.

(a) Transforme A a coordenadas rectangulares y calcule su magnitud en el punto
(3,—4,0).

(b) Transforme A al sistema esférico y calcule su magnitud en el punto (3, —4,0).

Calcule la distancia entre los pares de ntimeros siguientes:

(a) (2,1,5) vy (6,—1,2)
(b) (3,7/2,—-1)y (5,37/2,5)
(¢) (10,7/4,37/4) vy (5,7/6,7m/4)

Dado el punto P(—2,6,3) y el vector A= Ya,+(x+2)a,, exprese Py A en coordenadas
cilindricas y esféricas. Evalie A en P en los sistemas cartesiano, ciindrico y esférico.

Convierta los puntos P(1,3,5),7(0,—4,3) v S(—3,—4,—10) de coordenadas carte-
sianas a cilindricas y esféricas.

S22 A

- Te4y“ a

Transforme el vector ) = ydr Jyz 4z a coordenadas cilindricas y
V24?422 a4y +22

esféricas.

Evalue @ del inciso anterior en T(0,—4,3) en los tres sistemas de coordenadas.

Exprese el vector B = 1—79 a,+r cosfag+ &¢ en coordenadas cartesianas y cilindricas.

Halle B(—3,4,0) y B(5,%,2).
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Cilindros y Superficies Cuadraticas

1. Bosqueje las graficas de las siguientes superficies:

(b) Bosqueje la gréifica de y = ¢ como una superficie en R3.

(a) z=
(b) 22 + y2 =1
(c) ¥ +2°=1
(d) ©=2*
2. (a) ;Qué representa la ecuacién y = z* como una curva en R??
(b) ;Qué representa como una superficie en 137
3. (a) Bosqueje la grifica de y = ¢” como una curva en R
)
)

(c) Describa y bosqueje la superficie z = e¥.

4. Describa y bosqueje la superficie:

2?2+ 4y? — 22 =4

5. Bosqueje la regién acotada por las superficies z = /22 +y? y 2% + 3> = 1 para
1 <z<2.

6. Bosqueje la regién acotada por las superficies z = 22 +y? y 2 = 2 — 22 — 32,

7. (a) Encuentre una ecuacién de la esfera que pasa por el punto (6, —2, 3) y tiene centro
(—1,2,1).



10.
11.

12.

13.

14.

15.

(b) Encuentre la curva en la que esta esfera cruza el plano yz.
(c) Encuentre el centro y el radio de la esfera 22 + y? + 2% — 8z + 2y + 62 + 1 = 0.

Dibuje la regién cortada en el primer cuadrante por la curva p = 2(2 — sin 26)'/2,

Dibuje la region que se encuentra dentro de la cardioide p = 14-cos @ y fuera del circulo
p=1

Dibuje la regién comun a los interiores de las cardioides p =1+ cosf y p =1 — cos¥f.

Dibuje el volumen de la porcion de la esfera sélida » < a que se encuentra entre los
conos § =m/3y 0 =2r/3.

Dibuje el volumen de la regién cortada de la esfera sélida r» < a por los medios planos
¢ =0y ¢ =7/6 en el primer octante.

Dibuje el volumen de la regién mas pequena cortada de la esfera solida r < 2 por el
plano z = 1.

Dibuje el volumen del sélido encerrado por el cono z = /22 + y? entre los planos z = 1
y z=2.

Dibuje el volumen de la region limitada por el plano z = 0, lateralmente por el cilindro
2% 4+ y? =1 y arriba por el paraboloide z = 22 + /2.
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1. Exhiba los valores de las funciones que se indican de las dos maneras siguientes: (a)
trazando la superficie z = f(z,y) y (b) dibujando un grupo de curvas de nivel en el
dominio de la funcién. Marque cada curva de nivel con el valor correspondiente de la
funcién.

‘Derivadas Parciales de primer orden

2. En los siguientes ejercicios encuentre & (% y ay

(a) flz,y) =22"—3y—4

(b) flz,y) =2" —ay+y*

(c) flz,y) =(2*—1)(y+2)

(d) f(x,y) = dry — To* — y* + 3z — 6y + 2
(e) flz,y) = (2" + (y/2))*?

() flz,y) =2/(2" +y?)

(8) flz,y)=(z+y)/(xy —1)

(h) f(z,y) = arctan(z/y)

(i) fla,y) =eltvr

() f(z,y) = e "sin(z +y)

(k) f(z,y) =In(z+y)

(1) f(z,y) = e Iny
(m) f(z,y) = cos*(3x — ?)

(n) f(z,y) =2

(o) f(z,y) =log,

(p) f(z,y) = [ g(t)dt (g continua para toda t)

1



(@) flz,y) =2 "o(zy)"” (Jzyl < 1)
(1) f(z,y) = sin*(x — 3y)

3. En los siguientes ejercicios encuentre f;, f, v f..

e T

Y, 2) =1+ xy? — 222
Y, 2) =xy +yz+xz
Y, 2) = (27 P 4 2
.Y, 2) = In(z + 2y + 3z2)
Y, 2) = yzIn(xy)

Y, 2 )—e (@2 +y%+22)

.Y, 2) = tanh(z + 2y + 3z)
.Y, 2) = sinh(zy — 2?)

‘Derivadas parciales de segundo orden

4. En los ejercicios siguientes, verifique que wyy = Wy,.

= In(2x + 3y)
= ¢e” 4+ xlny + ylnx

= xy? + 2%y + 23y?

=xsiny + ysinx + zy

(a) flz,y)=v+y+umy

(b) f(z,y) =sinxy

(c) g(z,y) 2%y + cosy + ysinx
(d) h(z,y) =zeV +y+1

(e) r(z,y) =In(z+y

tribuciones de temperatura en el espamo en estado estacionario T" = T'(z,vy, z), por
potenciales gravitatorios y por potenciales electrostaticos. La ecuacion bidimensional

2
de Lapalce 81,2 -I— 0 f = 0, describe potenciales y distribuciones de temperaturas en
estado esta(:lonarlo en un plano. Demuestre que cada funcién de los siguientes ejercicios

. La ecuacion tridimensional de Laplace 3 f + 0,72 f + 3

‘ Ecuacion de Laplace ‘

2f

2’2

satisface una ecuacion de Laplace.

(@) f(z,y,2) = 2% +y? — 222

= 0 se satisface por dis-



) flz,y,2) =223 = 3(2* + y?)2
) f(z,y) = e cos2z

d) f(z,y) =1Iny/2% + y?
) fz,y,2) = (2® +y* +2°)71/2
)

r,y,2) = 3™ cos 5z

| Ecuacién de onda

7. Siestamos en la playa de un océano y tomamos una fotografia de las olas, ésta mostrara
un patrén regular de cimas y valles en un instante de tiempo. Vemos movimiento
vertical peridédico en el espacio, respecto a la distancia. Si nos metemos al agua,
podemos sentir el subir y bajar del agua con forme pasan las olas. Vemos movimiento
vertical periddico en el tiempo. En fisica, esta simetria se expresa por la ecuacion de
onda unidimensional atQ = 62227%), donde w es la altura de la ola, x es la variable
distancia, ¢ es la variable tiempo y ¢ es la velocidad con que se propagan la olas. En
nuestro ejemplo, x es la distancia a través de la superficie del océano, pero en otras
aplicaciones x podria se la distancia a lo largo de una cuerda vibrante, la distancia
a través del aire (ondas actstica) o distancia a través del espacio (ondas de luz). El
nimero ¢ varia con el medio y el tipo de onda.

Demuestre que las funciones de los siguientes ejercicios, son todas solucién de la
ecuacion de onda.

(a) w = sin(z + ct)
(b) w = cos(2x + 2ct)
(¢) w= sm(x + ct) + cos(2z + 2ct)
(d) w =1In(2x + 2ct)
(e) w = tan(2x — 2ct)
(f) w = 5cos(3x + 3ct) + e*
‘Derivadas parciales en valores especiﬁcos‘
(a) Encuentre Qw/Or cuando r = 1, s = —1siw = (v +y+2)% z = r — s,
y=cos(r+s), z =sin(r + s).
(b) Encuentre Ow/0v cuando u = —1, v =2siw =2y +Inz, v = v*/u, y = u + v,

Z = COS U.

e En los problemas, mostrar su procedimiento matematico y las gréaficas correspondientes.
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’ Derivadas direccionales ‘

En los siguientes ejercicios, encuentre la derivada de la funciéon en Fy en la direccién de A.

1. f(z,y) = 22y — 3y%, Py(5,5), A=4i+3]

2. g(x,y) =z — (y%/x) + V3 arcsec(2zy), Py(1,1), A=121+5]
3. h(z,y) = arctan(y/z) + v/3 arcsec(zy/2), Py(1,1), A=31—2j
4. f(z,y,2) =zy +yz+ zx, Py(1,-1,2), A=31+6j—2k

5. g(z,y,2) = 3e* cosyz, Py(0,0,0), A=21+7-2k

‘Direcciones de crecimiento y decrecimiento mas rapido

En los siguientes ejercicios, encuentre las direcciones en que las funciones crecen y decrecen
mas rapidamente en FP,. Luego encuentre las derivadas de las funciones en esas direcciones.

L f(z,y) =2* +zy +y?, Py(—1,1)
2 f I7y) :‘r2y+€xySiny7 P()(].,O)

(
3 g(.T,y,Z) = wel + 227 P0<1,1H2, 1/2)
(

=~
—

. flz,y,z) =lnzxy+Inyz+Inzz, Py(1,1,1)
5. h(z,y,2z) =In(z® +y* = 1) +y + 62, Py(1,1,0)

’Planos tangentes y rectas normales a superﬁcies‘

En los siguientes ejercicios, encuentre ecuaciones para (a) el plano tangente y (b) la recta
normal en el punto F, sobre la superficie dada.

L 22 +y*+ 22 =3, Py(1,1,1)
2. 22— 2% =0, Py(2,0,2)
3. cosTr — xiy + ¥ +yz = 4, Py(0,1,2)

4. 2 —zy—y?  —2=0, B(1,1,-1)



5. 2+y+z+1, By(0,1,0)

Miscelanea de problemas‘

1. En los siguientes ejercicios, ecuentre por dos formas diferentes las derivadas que se
indican.

(a) La & yla 92 cuandou=1yv=—2si z=In 60y § = v+ 3 [arctan u]

(b) La 22 yla 2 cuando u =5y v =4siz=In 6y § = v/ + 3 [arccos u]

(c) La 22 yla 22 cuandou=3yv=—1siz=lnByS=vv?+2[siny|
2. Considere que ®(z,y, 2) = 3v%2z — y?23 + 423y + 20 — 3y — 5.

(a) Encuentre el valor de V- V® en el punto Fy(1,—1,1).
(b) Encuentre el valor de V2® en el punto Py(1, —1,1).

3. Considere la superficie definida por: z = 2(z? + y?) exp(—2? — ?) y que se muestra en
la siguiente figura (exp(u) = e*).

7 axis

Hoaxis

Figure 1: Seccién de la superficie z = 2(z? + y?) exp(—z? — 3?)

(a) Encuentre el plano tangente sobre la superficie correspondiente al punto FPy(1,1)
del plano xy.

(b) Evalue la derivada direccional ©~v de la funcién z = z(z,y) en la direccién de
U =214].

4. Use la regla de la cadena para encontrar la derivada de w = zy respecto a t a lo largo
de la trayectoria z = cost, y = sint. ;Cuél es el valor de la derivada en t = /27

5. Encuentre dw/dt si

w=zxy+ z, T = cost, Yy = sint, z=t1



10.

11.

12.

13.

14.

., Cuadl es el valor de la derivada en ¢t = 07

Exprese Ow/0r y 0w/0s en términos de r y s si
w=x+ 2y + 22, r=r/s, y=12+lIns, 2z =2r

Determine el GRADIENTE de los campos escalares siguientes:
(a) U =2y + xyz
(b) V = pzsin¢ + 2% cos? ¢ + p?
(c) f=cosOsinflnr +1r%¢
Determine la DIVERGENCIA de los campos vectoriales siguientes:

(a) P =a%yza, + 22 a,

(b) @

() T

psing a, + p®z ay + zcos ¢ a,

%COS@CALT+TSin8COS¢€L9+COSQ€L¢

Determine la DIVERGENCIA de los campos vectoriales siguientes y evaliielos en los
puntos especificados.

—

(a) A=vyza, +4zya, +ya, en (1,-2,3)
(b) B = pzsiné a,+ 3pztcosgag en (5,7/2,1)
(c) C =2rcosfcosda, +r/2ay en (1,7/6,7/3)
Determine el ROTACIONAL de los campos vectoriales siguientes:
(a) P=a2yza, + x2 a.
(b) @ = psine a, + p*z ay + 2z cos ¢ .
(c) T = % cos B G, + 7sin 6 cos ¢ Gg + cos b ay

Determine el ROTACIONAL de los campos vectoriales del ejercicio (6.) y evalielos en
los puntos especificados.

If f(z,y) = xy, find the gradient vector V f(2,3) and use it to find the tangent line to
the level curve f(x,y) = 6 at the point (3,2). Sketch the level curve, the tangent line,
and the gradient vector.

If g(z,y) = 2* +y* — 4z, find the gradient vector Vg(1,2) and use it to find the tangent
line to the level curve g(x,y) = 1 at the point (1,2). Sketch the level curve, the tangent
line, and the gradient vector.

Show that the equation of the tangent plane to the ellipsoid x?/a?® + y?/b* + 2%2/c* = 1

at the point (o, yo, 20) can be written as
Lo 4 YYo | 220 _—
a? + b2 + c? 1

3



15. Find the equation of the tangent plane to the hyperboloid z%/a® + y*/b? — 2% /c* = 1
at (o, Yo, 20) and express it a form similar to the one in Exercise 3.

16. Show that the equation of the tangent plane to the elliptic paraboloid z/c = x?/a® +

y?/b* at the point (g, o, 20) can be written as

2rT, 29y0 __ z+2o
a? + v T ¢
17. At what point on the paraboloid y = z? + 22 is the tangent plane parallel to the plane
r+2y+32=17

18. Are there any points on the hyperboloid 22 — 3?> — 22 = 1 where the tangent plane is
parallel to the plane z = x + y?

19. Show that the ellipsoid 32242y2+2% = 9 and the sphere 22 +y?+ 22 —8x—6y—82+24 = 0
are tangent to each other at the point (1, 1,2). (This means that they have a common
tangent plane at the point.)

20. Show that every plane that is tangent to the cone x? 4+ y> = 22 passes through the
origin.

21. Find parametric equations for the tangent line to the curve of intersection of the
paraboloid z = 22 + y* and the ellipsoid 422 + 3> + 2% = 9 at the point (—1,1,2).

e En cada problema, mostrar su procedimiento matematico y las graficas correspondientes. ‘
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1. Aplique la regla de la cadena para hallar dz/dt o dw/dt.

2?2 +y? 4+ 2y, x = sint, y = €
= cos(z +4y), x =5t*, y =1/t

=1+ 22492 x=1Int, y = cost

t

w
I

(a)
(b)
c)
)
)

N

8

(
(d) z =arctan(y/x), z =€, y=1—¢€"

() w=we¥* o=t y=1—t, 2=1+2t
(f) w=Iny/22+y>+ 2% & =sint, y = cost, z = tant

2. Mediante la regla de la cadena encuentre 0z/ds y 0z/0t.

. Si z = f(x,y), donde f es diferenciable, x = g(t), y = h(t), g(3) = 2, h(3) = 7,
g (3)=5,1(3)=—4, f.(2,7) =6y f,(2,7) = —8. Determine dz/dt cuando ¢t = 3.

. Sea W (s,t) = F(u(s,t),v(s,t)),donde F', uy v son diferenciables, u(1,0) = 2, v(1,0) =
3, us(1,0) = =2, v4(1,0) =5, u(1,0) = 6, v,(1,0) = 4, F,(2,3) = =1y F,(2,3) = 10.
Determine W(1,0) y Wy(1,0).

. Suponga que f es una funcién diferenciable de x y y, y que g(u,v) = f(e* +sinv, e* +
cosv). Mediante la tabla de valores calcule g,(0,0) y g,(0,0).

fgfmfy
316 4| 8

1,2)[6 (3] 25

. Suponga que f es una funcién diferenciable de z y y, y que g(r,s) = f(2r — s, s* —4r).
Mediante la tabla de valores del ejercicio anterior calcule g,(1,2) y g4(1,2).

1



7. Use la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales que se indican.

(a) Siz=a?+2y3 z =uw?+w?yy=u+ve?. Calcular: 92/9u, 0z/0v y 0z/0w,
cuandou=2,v=1yw=0.

(b) Siu=+Vr2+s? r=y+axcostys = x4+ ysint. Calcular: du/0x, du/dy y
Ou/ot, cuando x =1,y =2yt =0.

(c) SiR=In(u*+v*+w?),u=12+2y, v=22—yyw=2zry. Calcular: IR/0x y
OR/0y, cuando = =y = 1.

(d) Si M = zeV r =2uw, y=u—vyz=u+v. Calcular OM /Ou, OM /v,
cuandou =3y v = —1.

(e) Siu=2a?+yz, o =prcos, y=prsinfy z=p+r. Calcular: du/0Op, Ou/Or y
Ou/d0, cuando p=2,7r=3y 0 =0.

(f) SiY =warctan(uwv), u =r+s,v=s+tyw =t+r. Calcular: 9Y/0r, 0Y/0s y
dY/Ot, cuandor =1,s =0y t = 1.

8. Encuentre dy/dz para las siguientes funciones en forma implicita.
(a) oy =1+

(b) o + 2%y® = 1+ ye*

(c) cos(x — ) = e

(d) sinz + cosy = sinx cosy

9. Encuentre 0z / Ox y 0z/0y para las siguientes funciones en forma implicita.

)

) xyz = cos(z +y + 2)
(¢) = — z = arctan(yz)

) yz =In(z + 2)

10. Siu = f(x,y), donde x = e®cost y y = e®sint, demuestre que

(5207 + (5,0 = e [(5)7 + (5)7]

e En los problemas, mostrar su procedimiento matemaético y las gréaficas correspondientes.
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COORDENADAS POLARES

. Encuentre el drea de la regién cortada del primer octante por la curva p = 2(2 —

sin 260)1/2.

Encuentre el area de la region que se encuentra dentro de la cardioide p =14 cosf y
fuera del circulo p = 1.

Encuentre el area encerrada dentro de un pétalo de la rosa p = 12 cos 36.

Encuentre el drea de la region encerrada por el eje x positivo y la esprial p = 46/3,
0 <0 < 27. La region parece la concha de un caracol.

Encuentre el area de la region cortada del primer cuadrante por la cardioide p =
1+ siné.

Encuentre el area de la regién comun a los interiores de las cardioides p =1+ cosf y
p=1—cos@.

COORDENADAS CARTESIANAS

Encuentre los volimenes de las regiones siguientes:

1.

La regién entre el cilindro z = y? y el plano zy, que estd limitada por los planos
r=1Ly=-1y=1.

. La region en el primer octante limitada por los planos coordenados y los planos z+ 2z =

1, y+2z=2.

La regién en el primer octante limitada por los palnos coordenados, el plano y + z = 2
y el cilindro x = 4 — y2.

La cuna cortada del cilindro 22 + y? = 1 por los planos z = —y y z = 0.

El tetraedro en el primer octante limi-tado por los planos coordenados y el plano
r+y/2+2/3=1.



COORDENADAS CARTESIANAS, CILINDRICAS Y ESFERICAS

1. Encuentre el volumen de la porcion de la esfera sélida r < a que se encuentra entre los
conos § =7m/3y 0 =2m/3.

2. Encuentre el volumen de la regién cortada de la esfera sélida r < a por los medios
planos ¢ =0y ¢ = 7/6 en el primer octante.

3. Encuentre el volumen de la regiéon mas pequena cortada de la esfera sélida r < 2 por
el plano z = 1.

4. Encuentre el volumen del sélido en-cerrado por el cono z = \/x? + y? entre los planos
z=1yz=2

5. Encuentre el volumen de la regién li-mitada por el plano z = 0, lateralmente por el
cilindro 2% 4+ y? = 1 y arriba por el paraboloide z = 22 + 3.

1. En los apartados a) y b), graficar y hallar el volumen de las esferas deformadas.
Estos solidos se usan como modelos de tumores.

a) Esfera deformada:

p =1+ 0.2sin(80)sin(e)
0<6<2r

0<¢<m

b) Esfera deformada:

p =14 0.2sin(80)sin(4¢)
0<60<27
0<¢o<m

e En los problemas, mostrar su procedimiento matematico y las gréficas correspondientes.
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10.

11.
12.

13.

14.

. Encuentre el 4rea del casquete cortado del paraboloide 4?4 22 = 3z, por el plano z = 1.

Encuentre el area de la regién eliptica cortada del plano x 4+ y + z = 1, por el cilindro
224+ =1.

Encuentre el drea del casquete cortado de la parte superior de la esfera 22 +y% +2% = 1,
por el plano z = v/2/2.

. a) Encuentre el 4drea de la superficie cortada del hemisferio 2% + y? + 2% = 4, z > 0,

por el cilindro 22 + 3? = 2z.
b) Encuentre el drea de la porcion del cilindro que se encuentra dentro del hemisferio.

Encuentre el drea cortada del paraboloide 22 4 y? — 2 = 0 por el plano z = 2.

Encuentre el drea de la banda cortada del paraboloide 22 + y? — z = 0 por los planos
z=2yz=0.

Encuentre el drea de la regién cortada del plano x + 2y + 2z = 5 por el cilindro cuyas

paredes son x = y? y x = 2 — 3%

Encuentre el drea de la porcién de la superficie 22 — 2z = 0 que se encuentra arriba del
triangulo limitado por las rectas x = v/3, y = 0y y = « en el plano zy.

Encuentre el 4rea de la superficie 22 — 2y — 2z = 0 que se encuentra arriba del tridngulo
limitado por las rectas x = 2, y = 0 y y = 3x en el plano xy.

Encuentre el drea del casquete cortado de la esfera 2% + y? + 22 = 2 por el cono
z = /2% + 12

Encuentre el 4rea de la elipse cortada del plano z = cx por el cilindro 2? + y? = 1.

Encuentre el area de la porcién superior del cilindro 22 4 22 = 1 que se encuentra entre
los planos z = £1/2 y y = £1/2.

Encuentre el drea de la porcién del paraboloide x = 4 — 3% — 22 que se encuentra arriba
del anillo 1 < y? + 22 < 4 en el plano yz.

Encuentre el drea de la superficie cortada del paraboloide 2 + y + 22 = 2 por el plano
y=0.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Encuentre el drea de la superficie 22 — 2Inz 4+ /15y — 2z = 0 arriba del cuadrado R :
1<xr<2 0<y<1,en el plano xy.

Encuentre el drea de la superficie 22%/2 + 2y3/2 — 32 = 0 arriba del cuadrado R :
0<2<1,0<y<1,en el plano xy.

Integre g(z,y,2) = y + z sobre la superficie de la cuna en el primer octante limitada
por los planos coordenados y los planos © =2y y + 2z = 1.

Integre g(x,y,z) = x+/y? + 4 sobre la superficie cortada del cilindro parabdlico y? +
4z =16 por los planos x =0, x =1y z = 0.

Encuentre el flujo del campo F a través de la porcion de la superficie dada en la
direccion especificada.

—

Flz,y,2) = —1+2j+3k )
S : superficie rectangular z =0, 0 < z < 2, 0 < y < 3, en direccion k.

Flz,y,2) =ya?1—2j+xzk
S : superficie rectangular y =0, = -1 <2 < 2,2 < 2 < 7, en direcciéon —j.
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1. En los siguientes ejercicios mostrar si las dos funciones vectoriales dadas definen: a) la

misma curva orientada, b) curvas opuestas, ¢) una define un subarco o el opuesto de

un subarco de la curva orientada definida por la otra, d) ninguna relacion entre ellas.

(a) f(t) =126 +t4é, para0 <t <1 & g(u) = (sinu)é; + (sinu)2é; para 0 < u < z.

(b) f}):%é1+t+legpara2<t<4 & g( u) = =5 &+ 7 éy para ; <u < 3.

(c) f_%): In(t—1)]é1 4+ 5 éspara2 <t <8 & g(u) = 2(Inu) é; + u~? é; para
1<u<?2

t):#él%—tégparaOStSl&g(_»)—u 61+ 5 €2 para 0 <wu < 1.

f
(€) f)= (2 +1)é;+ 2 e para 0 <t <2 & glu) = (se02 u) é1 + (sec?u — 1) é,

(f) f(t)=¢e"é;+tégpara —1 <t <0 & g(_&) =1¢ —(lnu)é; paral <u<e.
(2) f() Vi+1é +(t+1)éy para —1 <t <3 & g( ) = u é; + u® éy para
—2<u<?2
(h) f(t) =t2¢ —Vtéspara0<t<1 & g(u) =e ¢ —eW2¢y para 0 < u < 1.
2. En los siguientes ejercicios, calcular la longitud de la curva dada entre los limites

indicados.

(a (t:tQ—l,t3)para%§t§§

(b %t2,§(2t—1—1)%) para 0 <t < 1.



(e) f(t) = (3cos®t,sint — Lsin®t) para T <t < I.

w|x

(f) f(t) = (sint,sin®?¢) para 0 <t < Z.

. Evaltie [ (z+y)dl donde ¢ es el segmento de recta x = t, y = (1—1t), 2 =0, de (0, 1,0)
a (1,0,0).

. Evalte [ (v —y+ 2z —2)dl donde < es el segmento de recta v =, y = (1 —t), 2 =1,
de (0,1,1) a (1,0,1).

. Evalte [ (zy+y+ 2)dl alo largo de la curva 7(t) = 2t1+¢j + (2 — 2t) k,0o<t<1.

. Evalte [ va?+ 22dl alo largo de la curva 7(t) = (4cost) i+ (4sint) j + 3t k, —2m <
t < 2.

. Encuentre la integral de linea de f(x,y,z) = x + y + 2 sobre el segmento de recta de

(1,2,3) a (0, —1,1).
. Encuentre la integral de linea de f(x,y,2) = v/3/(2® + y? + 2?) sobre la curva 7(t) =

ti+tj+tk 1<t < oo

. Integre f(z,y,z) =z + /y — 2* sobre la trayectoria de (0,0,0) a (1,1,1) dada por:
Cp:rt)=ti+t*],0<t<1

Co:7r(t)=1+ ]+ k, 0 <t <1y que se representan en la figura 1.

X (11,0

FIG. 1: Trayectoria de integracién



10. Evalte [ (y* dz + x dy) donde (a) ¢ = ¢ es el segmento rectilineo desde (—5,-3) a
(0,2) y (b) si ¢ =g es el arco de pardbola x = 4 — y* desde (=5, —3) a (0,2), como se

muestra en la figura 2.

FIG. 2: Trayectoria ¢ formada por dos segmentos

11. Calcule la circulacién de A = pa,+ zsin ¢ ags, alrededor de la curva L representada en

la figura 3.

60°

FIG. 3: Trayectoria L

12. Para cada fuerza F' dada, encuentre el trabajo realizado del punto Py(0,0,0) al punto

Pi(1,1,1), sobre cada una de las siguientes trayectorias:

e La trayectoria en linea recta Cy: 7(t) =ti+tj+tk, 0<t<1.

e La trayectoria curva Cy: 7(t) = t1+ 2]+ t*k, 0<t<1.

e La trayectoria C3 U Cy que consiste en el segmento de recta de (0,0,0) a (1,1,0)
seguido del segmento de (1,1,0) a (1,1,1).



13.

14.

15.

16.

17.

(a) F=3yi+2zj+4zk
(b) F=[1/(=*+1)]]

() F=yzi—2zj+ /yk
(d) F=ayi4+yzj+azk

— ~

(e) F= (322 —3x)1+32]+ k

~

(f) ﬁ:(y+z)i+(2+x)j+(x+y)k

Evalte [ F - Tdl para el campo vectorial F = 221 — yj a lo largo de la curva z = 2

de (4,2) a (1,—1).

Evaltie fc Fdr para el campo vectorial F = y1— x ] en sentido antihorario a lo largo

del circulo unitario 2% 4+ y? = 1 de (1,0) a (0, 1).
Encuentre la circulacién y el flujo de los campos

~

Fi=zi4+y] ¥y ]%:—yi—i-xj

alrededor y a través de cada una de las siguientes curvas.
a) El circulo 7(t) = (cost) 1+ (sint)j, 0<t <2m.

b) La elipse 7(t) = (cost) i+ (4sint)j, 0<t < 27.

Encuentre el flujo de los campos

a través del circulo
7(t) = (acost)i+ (asint)j, 0<t <27,

Encuentre la circulacion y el flujo del campo F , alrededor y a través de la trayectoria
semicircular cerrada que consiste en el arco semicircular 71(t) = (acost)1+ (asint)j,

0 <t <, seguido por el segmento de recta r3(t) =ti, —a<t<a.



18.

19.

20.

Evalte la integral de flujo del campo de velocidades F = (z + y)i— (22 + 3%)j a lo

largo de cada una de las siguientes trayectorias de (1,0) a (—1,0) en el plano xy.

a) La mitad superior del circulo 2% + y* = 1.

b) El segmento de recta de (1,0) a (—1,0).

¢) El segmento de recta de (1,0) a (0, —1) seguido por el segmento de recta de (0, —1)
a (—1,0).

Encuentre el flujo hacia afuera del campo de velocidades F = (x+y)i— (22 +9%)], a

través del tridngulo con vértices (1,0), (0,1), (—1,0).

Encuentre la circulacién de F = 221+ 2242y k alrededor de la trayectoria cerrada

que consiste en las siguientes tres curvas recorridas en la direccion de t creciente:

Ci: 7(t) = (cost) i+ (sint)j+tk, 0<t<m/2.

Cor Ft)=j+ (@/2)1—t)k, 0<t<1.

Cs: Ft)=ti+(1—-1t)j, 0<t<1.





